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ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÍÀÃÐÓÇÊÈ
À.Â. Êîñòåðèí, Ý.Â. Ñêâîðöîâ
Àííîòàöèÿ
Èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè óïðóãîãî íàñûùåííîãî ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîé íàãðóçêè íà åãî ïîâåðõíîñòü ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ
î íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè è çåðåí ñêåëåòà, à òàêæå íåçàâèñèìîñòè ñóììàðíûõ íàïðÿ-
æåíèé ñêåëåòà îò âðåìåíè. Ïðè íàãðóæåíèè ïîëóïðîñòðàíñòâà ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé
íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ æèäêîñòè è îñàäêè ïîâåðõíîñòè
ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íàéäåíà òàêæå ìàêñèìàëüíàÿ îñàäêà ïðè ðàâíîìåðíîì íàãðóæåíèè
ïîâåðõíîñòè ïî ïëîùàäè êðóãà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíñîëèäàöèÿ, óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, íàãðóçêà, äàâëåíèå,
îñàäêà.
Ââåäåíèå
Ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ñâÿçàíî ñ ðà-
áîòàìè Ê.Òåðöàãè [1],Í.Ì.Ãåðñåâàíîâà [2], Â.À. Ôëîðèíà [3, 4] è äðóãèõ. Îáùàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíñîëèäàöèè è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû å¼ èññëåäîâàíèÿ
áûëè ïðåäëîæåíû Ì. Áèî [5,6], îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíñîëèäàöèè
ïðèíàäëåæèò Ìàê Íàìè è Ãèáñîíó [7]. Òåñòîâûå äâóìåðíûå çàäà÷è êîíñîëèäà-
öèè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [79]. Îñàäêà ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî íàñûùåííîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà, äåôîðìèðîâàííîãî îñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé, íà îñíîâàíèè
ìîäåëè Ì. Áèî èññëåäîâàëàñü Â.Ç. Ïàðòîíîì, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 
ñ÷èòàëñÿ ðàâíûì íóëþ [10].
Â äàííîé ðàáîòå âåëè÷èíà  ïðîèçâîëüíà. Ñæèìàåìîñòüþ æèäêîñòè è çåðåí
ñêåëåòà ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåíåáðåãàåòñÿ è ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåìíûå äåôîðìà-
öèè ñêåëåòà ñâÿçàíû ñ ïåðåóïàêîâêîé çåðåí. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ
ãèïîòåçà Òåðöàãè, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóììàðíûå íàïðÿæåíèÿ íå çàâèñÿò îò âðåìå-
íè [1]. Â ðàìêàõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ïðè îïðåäåëåííîì òèïå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè
îïðåäåëÿþòñÿ äàâëåíèå è îñàäêà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè åãî íàãðóæå-
íèè íîðìàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé, à òàêæå îñàäêà öåíòðà êðóãà â ñëó÷àå
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî êðóãó íîðìàëüíîé íàãðóçêè.
1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè íàñûùåííîãî æèäêî-
ñòüþ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïîä äåéñòâèåì ìãíîâåííî ïðèëîæåííîé âåðòè-
êàëüíîé íàãðóçêè íà ÷àñòü åãî ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü xi; i = 1  3  äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû òî÷êè ïîëóïðîñòðàíñòâà x3  0 , t  âðåìÿ, 11 , 22 , 33  êîìïîíåí-
òû ñóììàðíûõ íàïðÿæåíèé, p = p(x1; x2; x3; t)  äàâëåíèå æèäêîñòè. Ñóììàðíûå
íàïðÿæåíèÿ â ñêåëåòå ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ij = 
f
ij   pij ; (1)
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ãäå fij  ýôôåêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ [1,11], ij  ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñæèìàåìîñòüþ çåðåí ñêåëåòà è æèäêîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è
÷òî îáúåìíûå äåôîðìàöèè ñêåëåòà ñâÿçàíû ñ ïåðåóïàêîâêîé çåðåí.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíñîëèäàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñóììàðíîå óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ ôàç, óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (áàëàíñà ìàññ), çàêîí ôèëüòðàöèè, ðåî-
ëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîðèñòîãî ñêåëåòà, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
Â ðåçóëüòàòå âûäåëåíèÿ èç ñóììàðíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ôàç [12] åãî ñòàòè-
÷åñêîé êîìïîíåíòû è ó÷åòà òîãî, ÷òî â ïðîöåññå êîíñîëèäàöèè ïîðèñòîñòü ñðåäû












ãäå q = m(v   @u=@t)  ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè,  = divu  îáúåìíàÿ äåôîðìà-
öèÿ ñêåëåòà, v è @u=@t  ñðåäíåôàçîâûå ìàêðîñêîðîñòè æèäêîé è òâåðäîé ôàçû
ñîîòâåòñòâåííî, u  ñìåùåíèÿ ñêåëåòà.
Çàêîí ôèëüòðàöèè ïîëàãàåòñÿ ëèíåéíûì:
q =   k
0
rp; (4)
ãäå k  ïðîíèöàåìîñòü ñêåëåòà, 0  âÿçêîñòü æèäêîñòè.
Ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïîðèñòîãî ñêåëåòà ñâÿçàíî òîëüêî ñ ýôôåêòèâ-
íûìè íàïðÿæåíèÿìè (çàêîí óïðóãîñòè) [11]:
fij = ij + 2"ij ; (5)
ãäå
"ij = (1=2) (@ui=@xj + @uj=@xi)
åñòü òåíçîð ìàêðîäåôîðìàöèé,  ,   êîýôôèöèåíòû Ëàìå óïðóãîé ïîðèñòîé ìàò-
ðèöû.
Ìîäåëü (1)(5) çàìêíóòà.
Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 + 0 ïðè ìãíîâåííîì ïðèëîæåíèè ê ãðàíèöå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè (x1; x2) ýôôåêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíû íó-
ëþ, ñêåëåò àáñîëþòíî íåñæèìàåì, è âñÿ íàãðóçêà âîñïðèíèìàåòñÿ æèäêîñòüþ [2,4]:
p0(x1; x2; 0; 0 + 0) = (x1; x2) (6)
Ïðè t = 0 + 0 ôèëüòðàöèîííàÿ êîíñîëèäàöèÿ íå ðàçâèòà, è îáúåìíûå äåôîð-
ìàöèè ñêåëåòà ñîõðàíÿþòñÿ [12]:
(xi; 0 + 0) = 0: (7)









Îòñþäà âûòåêàåò ñâÿçü ñìåùåíèé ñêåëåòà è äàâëåíèÿ æèäêîñòè [13]:
u rp0 = 0:
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì íåñæèìàåìîñòè ñêåëåòà ïðèâî-
äèò ê óðàâíåíèþ:
p0 = 0;
è, òàêèì îáðàçîì, äàâëåíèå â ïîëóïðîñòðàíñòâå â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 + 0 îïè-
ñûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
èçâåñòíî [15].
Ïîñêîëüêó ïðè t = 0 + 0 ñóììà ýôôåêòèâíûõ íàïðÿæåíèé ðàâíà íóëþ, èç
ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî äàâëåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñóììàðíûå íàïðÿæåíèÿ:
p(x1; x2; x3; 0 + 0) = p0(x1; x2; x3) =  1
3
(11 + 22 + 33): (8)

















Äàëåå ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà Òåðöàãè, ïî êîòîðîé òåíçîð ñóììàðíûõ íàïðÿæå-





ij = 0: (10)




=  p; (11)
ãäå  = (3+ 2)k=(30) .
Ïðèëîæåíèå íàãðóçêè íà ãðàíèöå x3 = 0 ïðèíèìàåòñÿ ïî òèïó ¾âûñîêîïðîíè-
öàåìûé ïîðøåíü¿ [11]:
p(x1; x2; 0; t) = 0: (12)
Òàêèì îáðàçîì, äàâëåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (11) â ïîëóïðîñòðàíñòâå
x3  0 ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè (12) è íà÷àëüíîì óñëîâèè (8).
Ïðåäñòàâëåíèå äàâëåíèÿ â âèäå
p(x1; x2; x3; t) = p0(x1; x2; x3)  p1(x1; x2; x3; t) (13)




=  p1 (14)
ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
p1(x1; x2; 0; t) = (x1; x2): (15)
è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
p1(x1; x2; x3; 0 + 0) = 0: (16)
Ðåøåíèå çàäà÷è (14)-(16) òàêæå èçâåñòíî [15]. Èòàê, îïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â
ïîëóïðîñòðàíñòâå â ïðîöåññå êîíñîëèäàöèè ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøå-
íèþ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè.
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Ïîìèìî îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå îñàäêè óïðó-
ãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà â ïðîöåññå åãî êîíñîëèäàöèè. Äàëåå óäîáíåå ïåðåéòè ê îáî-
çíà÷åíèÿì x1 = x , x2 = y , x3 = z , 11 = xx , 22 = yy , 33 = zz .
Íàïðÿæåíèÿ ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè ñîãëàñíî çàêîíó Ãóêà [14], à ïðè êîí-








fzz   (fxx + fyy)

: (17)
Çäåñü uz = uz(x; y; z; t)  íîðìàëüíîå ñìåùåíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà, E  ìîäóëü
Þíãà.






[zz   (xx + yy)] :










Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äàâëåíèå æèäêîñòè ðàññåèâàåòñÿ:
lim







[uz(x; y; z;1)] ;
è ôîðìóëà (18) ïðèîáðåòàåò âèä:
@
@z
[uz(x; y; z; t)  uz(x; y; z;1)] = 1  2
E
p(x; y; z; t): (19)
Ïóñòü us(t) = uz(x; y; z; t)   uz(x; y; z; 0)  îñàäêà ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè åãî
êîíñîëèäàöèè. Òàê êàê us(x; y;1; t) = 0 , èç ñîîòíîøåíèÿ (19) âûòåêàåò, ÷òî





[p(x; y; ; 0)  p(x; y; ; t)] d: (20)
2. Ñîñðåäîòî÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà.
Ïóñòü íà ïîëóïðîñòðàíñòâî â òî÷êå x = y = z = 0 äåéñòâóåò íîðìàëüíàÿ
ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà 0 .
Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ñëåäóþùåå [15]:




Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå (14) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì (16) è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (15), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå òàêîâî:
p1(x; y; 0; t) = 0(x)(y);
ãäå  - ñèìâîë äåëüòà-ôóíêöèè.
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÀß ÊÎÍÑÎËÈÄÀÖÈß ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ. . . 5
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ïîëóïðîñòðàíñòâå z  0 èìååò âèä [15]:



































  (y   )




Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (22) ñâîäèòñÿ ê îäíîêðàòíîìó èíòåãðàëó:










Åãî çíà÷åíèå èçâåñòíî [16], è ôóíêöèÿ p1 îïðåäåëÿåòñÿ:

















Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ôîðìóë
(13), (21) ïðèîáðåòàåò âèä:
















Âûðàæåíèå (23) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â èíîé ôîðìå:












÷òî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé èíòåãðàë:
1Z
z
















Ïðè  = 0 ýòà ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [10].
3. Íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, ðàñïðåäåëåííàÿ ïî êðóãó.
Ïóñòü íàãðóçêà 0 ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ïî êðóãó ðàäèóñà r = a .
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (24), ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ìîæíî íàéòè îñàäêó
































è âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà èñêîìàÿ îñàäêà îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì















Ïðè  = 0 ýòà ôîðìóëà òàêæå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàáî-
òå [10].
Çàêëþ÷åíèå.
Ïîêàçàíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ãèïîòåçû Ê. Òåðöàãè è ïðåíåáðåæåíèè ñæèìàåìîñòüþ
ñêåëåòà è æèäêîñòè îñàäêà ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî íàñûùåííîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà
ïðè åãî íîðìàëüíîì íàãðóæåíèè åñòü ôóíêöèîíàë îò äàâëåíèÿ æèäêîñòè. Ïîëó-
÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ïðè íàãðóæåíèè ïîëóïðîñòðàíñòâà
íîðìàëüíîé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðîöåññå êîíñîëèäàöèè ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ îñàäêà ïðè ïðîèçâîëüíîì êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà  îòëè÷àåòñÿ
îò èçâåñòíîé âåëè÷èíû îñàäêè, íàéäåííîé â ðàìêàõ òåîðèè Ì. Áèî ïðè  = 0 ,
ëèøü íà êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 1   2 . Òîò æå âûâîä ñïðàâåäëèâ è
ïî îòíîøåíèþ ê îñàäêå öåíòðà êðóãà ïðè ðàâíîìåðíîì íîðìàëüíîì íàãðóæåíèè
ïîâåðõíîñòè ïî êðóãó.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 12-01-00333à.
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